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PRODUIT TENSORIEL COMPLE´TE´ ET PLATITUDE
MOHAMED TABAAˆ
Re´sume´. Nous donnons, dans un cas plus ge´ne´ral que le cas noethe´rien, une
re´ponse a` la question pose´e par Shaul sur la platitude du produit tensoriel
comple´te´.
Abstract. We give, in a more general case than the noetherian case, an answer
to the question posed by Shaul on the flatness of the completed tensor product.
1. Introduction
Tous les anneaux conside´re´s sont suppose´s commutatifs et unitaires ; tous les
modules sur ces anneaux sont suppose´s unitaires. Les notations et la teminologie
sont celles de EGA I.
Soient A un anneau et J un ide´al de A. On dira que J ve´rifie la proprie´te´ d’Artin
faible (APf) si :
Pour tout module M de type fini et pour tout sous-module de type fini N de M ,
la topologie J-pre´adique de N est induite par la topologie J-pre´adique de M .
En d’autres termes, pour tout entier n > 0 il existe un entier k > 0 tel que
JkM ∩N ⊂ JnN .
Citons deux exemples :
(1) Noethe´rien. (cf. [3, chap. 3, §3, n◦2, th.2]).
(2) Rigide.A est un anneau de valuation de hauteur 1 (a)-adique (a 6= 0), J = (a).
(cf. ([2],§1)).
Cette classe d’anneaux, ainsi que d’autres, sont intensivement e´tudie´es par Fu-
jiwara et Kato dans [4]. Notre re´sultat principal concerne la platitude du produit
tensoriel comple´te´ B⊗̂AC de deux A-alge`bres topologiques pre´adiques B et C. En
de´signant par m un ide´al de de´finition de B, par n un ide´al de de´finition de C et
par r l’ide´al Im(m ⊗A C) + Im(B ⊗A n) de B ⊗A C, nous montrons que, si m et n
sont de type fini, A est un anneau absolument plat, C est un anneau cohe´rent et si
n et r(B⊗̂AC) ve´rifient la proprie´te´ (APf), alors B⊗̂AC est C-plat ; ce qui donne,
en particulier, une re´ponse a` la question pose´e dans [8] (cf. cor. 5.1).
2. Un isomorphisme
Dans ce nume´ro, A de´signe un anneau pre´adique, J un ideal de de´finition de
A, M un A-module muni de la topologie J-pre´adique, B une alge`bre topologique
pre´adique, R un ide´al de de´finition de B, E un B-module muni de la topologie
R-pre´adique et Ê son se´pare´ comple´te´ pour cette topologie.
Lemme 2.1. Les topologies produit tensoriel sur E⊗A M et E⊗B (B⊗A M) sont
les topologies R-adiques.
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De´monstration. Par de´finition la topologie produit tensoriel sur E⊗AM est de´finie
par les sous-modules Im(NiE ⊗A M) + Im(E ⊗A J
jM). Par hypothe`se il existe un
entier p tel que JpB ⊂ N, donc Im(E ⊗A J
mpM) = Im(JmpE ⊗A M) ⊂ N
m(E ⊗A
M) ; on en conclut que la topologie produit tensoriel sur E ⊗A M est la topologie
N-pre´adique, et on en de´duit que la topologie produit tensoriel sur E⊗B (B⊗AM)
est la topologie N-pre´adique. 
Lemme 2.2. On suppose que J ve´rife la proprie´te´ (APf) et que M est A-plat.
Si M1
u1
→ M2
u2
→ M3 est une suite exacte de A-modules de type fini, alors la suite
L1 ⊗̂AM → L0⊗̂AM →M⊗̂AM → 0 est exacte.
De´monstration. Le module M est A-plat donc la suite M1 ⊗A M
u1⊗1M
−→ M2 ⊗A
M
u2⊗1M
−→ M3 ⊗A M est exacte et comme J ve´rifie la proprie´te´ (APf), les appli-
cations ui ⊗ 1M (i = 1, 2) sont sricts [3, chap. 1,§2, n
◦6]. Il re´sulte du lemme 2 de
[3, chap. 3,§2, n◦12] que la suite M1⊗̂AM →M2⊗̂AM →M3⊗̂AM est exacte. 
Proposition 2.1. On suppose que N ve´rife la proprie´te´ (APf) et que le B-module
B⊗AM est de pre´sentation finie. Si E est B-plat alors le produit tensoriel comple´te´
E⊗̂AM est isomorphe a` Ê ⊗A M .
De´monstration. Cas ou` B = A et N = J. Notons ϕM : M ⊗A Ê → M⊗̂AE
l’application canonique, et soit
L1 → L0 →M → 0
une pre´sentation de type fini de M . On en de´duit le diagramme commutatif
L1 ⊗ Ê → L0 ⊗ Ê → M ⊗ Ê → 0
↓ ↓ ↓
L1⊗̂E → L0⊗̂E → M⊗̂E → 0
ou` les lignes sont exactes (la deuxie`me en vertu du lemme pre´ce´dent) ; et comme
ϕL1 et ϕL0 sont bijectives, ϕM est bijective.
Cas ge´ne´ral. Comme B ⊗A M est un B-module de pre´sentation finie et N ve´rife
la proprie´te´ (APf), il re´sulte du cas pre´ce´dent que (E⊗B (B⊗AM))
̂est isomorphe
a` Ê ⊗B (B ⊗A M). D’autre part, d’apre`s le lemme 2.1, l’isomorphisme canonique
E ⊗A M → E ⊗B (B ⊗A M) est un isomorphisme topologique, donc (E ⊗A M)
̂
est isomorphe a` (E ⊗B (B ⊗A M))
̂. On conclut que (E ⊗A M)
̂ est isomorphe a`
Ê ⊗A M . 
Corollaire 2.1. Sous les hypothe`ses de la proposition pre´ce´dente, si E est un
B-module projectif de type fini alors le produit tensoriel comple´te´ E⊗̂AM est iso-
morphe a` B̂ ⊗B E ⊗A M .
De´monstration. Le B-module E est de pre´sentation finie donc Ê isomorphe a` B̂⊗B
E et il est B-plat donc (E ⊗A M)
̂ est isomorphe a` Ê ⊗A M . On en de´duit que
(E ⊗A M)
̂ est isomorphe a` B̂ ⊗B E ⊗A M . 
On retrouve [5, prop. (0.7.7.9)], [3, chap.3, §3, exer. 14] et [4, prop. 7.4.15].
Si M un A-module se´pare´ et complet pour la topologie J-pre´adique, on de´signe
par M ≪ X1, ..., Xn ≫ le se´pare´ comple´te´ de M [X1, ..., Xn] pour la topologie
J-pre´adique.
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Corollaire 2.2. Sous les hypothe`ses de la proposition pre´ce´dente, si B est N-
adique, alors :
i) Le B-module M ⊗A B est se´pare´ et complet pour la topologie N-pre´adique.
ii) L’application canonique M⊗A(B ≪ X1, ..., Xn ≫)→ (M⊗AB)≪ X1, ..., Xn ≫
est bijective.
De´monstration. Il suffit d’appliquer la proposition pre´ce´dente a` E = B pour i) et
a` E = B[X1, ..., Xn] pour ii). 
Si B = A, on retrouve l’isomorphisme utilise´ dans la de´monstration de la Pro-
position 8.4.6 de [4].
3. Une application
Rappelons que si J est un ide´al de type fini de A alors Ĵn = JnÂ pour tout entier
n ≥ 1.
Le re´sultat suivant est bien connu [7, th.17.4]. Sa de´monstration est directe. Nous
la reproduisons avec quelques corrections de de´tail.
Lemme 3.1. Soient A un anneau, J un ide´al de A et E un A-module. Si J est de
type fini alors ĴnE = JnÊ pour tout entier n ≥ 1.
De´monstration. Cas ou` E est se´pare´.
Soit x∗ ∈ JnE, ou` JnE est l’adhe´rence de JnEdans Ê. Pour tout entier i ≥ 1, il
existe xi ∈ J
nE, yi ∈ Jn+iE, tels que xi = x
∗ + yi. D’ou` xi − xi−1 = yi − yi−1 ∈
Jn(Ji−1E), pour tout entier i ≥ 2. Soit a1, ..., am un syste`me de ge´ne´rateurs de J
n.
L’e´le´ment xi−xi−1 s’e´crit sous la forme xi−xi−1 =
∑
j ajbji, ou` bji ∈ J
i−1E. D’ou`
xi − x1 =
∑
j aj(
∑
k bjk). Si b
∗
j =
∑
bjk, alors x
∗ = limxi =
∑
j ajb
∗
j + x1 ∈ J
nE.
L’autre inclusion est claire.
Cas ge´ne´ral.
Si E0 est le module se´pare´ associe´ a` E, Ê est le comple´te´ de E0, ĴnE s’identifie
a` JnE0 et J
nÊ s’identifie a` JnE0. L’e´galite´ re´sulte du cas pre´ce´dent. 
Proposition 3.1. Soient A un anneau cohe´rent, J un ide´al de A qui ve´rifie la
proprie´te´ (APf), E un A-module et Ê son se´pare´ comple´te´ pour la topologie J-
pre´adique. On suppose que E est A-plat. Alors :
i) Ê est A-plat.
ii) Si de plus J est de type fini et contenu dans le radical de A, alors E est
A-fide`lement plat si et seulement si Ê est A-fide`lement plat.
De´monstration. i) Soit a est un ide´al de type fini de A. On a le diagramme com-
mutatif
a⊗A Ê → Ê
↓ ր
(a⊗ E)̂
D’apre`s le lemme 2.2, l’application (a ⊗A E)
̂→ Ê injective, et comme a est de
prsentation finie, il re´sulte de la proposition pre´ce´dente, que l’application, a⊗ Ê →
(a⊗A E)
̂ est bijective. On en de´duit que l’application a⊗A Ê → Ê est injective.
ii) On a Ê
ĴE
= E
JE
. D’apre`s le lemme pre´ce´dent on a ĴE = JÊ . Donc Ê
JÊ
= E
JE
.
Si m un ide´al maximal de A alors J est contenu dans m. Le re´sultat de´coule des
e´quivalences suivantes :
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mE 6= E ⇐⇒ m
E
JE
6=
E
JE
⇐⇒ m
Ê
JÊ
6=
Ê
JÊ
⇐⇒ mÊ 6= Ê.
Si on prend pour E l’anneau A, l’homomorphisme canonique A→ Â est plat. 
Si A est noethe´rien on retrouve [1, lemme 1.1] et [9, th.0.1].
Remarques 3.1. i) Les exemples cite´s dans l’introduction ve´rifient les hypothe`ses
de la proposition.
ii) Si A est un anneau noethe´rien, E est A-plat et Ê est A-fide`lement plat alors
E est A-fide`lement plat. Cela re´sulte de l’ isomorphisme A
m
⊗A Ê →
A
m
⊗̂AE
ou` m est un ide´al maximal de A.
iii) Meˆme si A est local noethe´rien, il peut se faire que E soit se´pare´ et que Ê soit
A-fide`lement plat sans que E soit A-plat. On prend pour A l’anneau donne´
dans [3, chap. 3, §3, exer. 14] et pour E l’anneau B.
Corollaire 3.1. Soient A un anneau cohe´rent et J un ide´al de A qui ve´rifie la
proprie´te´ (APf).
i) Si A est J-adique alors A≪ X1, ..., Xn ≫ est A-plat.
ii) Si J est de type fini alors Â≪ X1, ..., Xn ≫ est A-plat.
De´monstration. i) L’anneauA≪ X1, ..., Xn ≫ est le se´pare´ comple´te´ de A[X1, ..., Xn]
pour la topologie J-pre´adique. Il suffit d’appliquer la proposition pre´ce´dente.
ii) La proposition pre´ce´dente entraˆıne que l’homomorphisme A→ Â[X1, ..., Xn]
est plat et puis que l’homomorphisme Â[X1, ..., Xn]→ Â≪ X1, ..., Xn ≫ est
aussi plat car, d’apre`s le lemme pre´ce´dent, la topologie de Â est la topologie
J-pre´adique.

4. Une cacte´risation
Lemme 4.1. Soient A un anneau, J un ide´al de A qui ve´rifie la proprie´te´ (APf)
et M un A-module de type fini. Alors ∩JnM est l’ensemble des x ∈ M tels que
x ∈ Jx.
De´monstration. Soit x ∈ ∩JnM . Par hypothe`se il existe un entier s > 0 tel que
JsM ∩ Ax ⊂ JAx. Donc x ∈ Jx. L’autre inclusion est claire. 
La proposition suivante comple`te la proposition 7.4.16 de [4].
Proposition 4.1. Soient A un anneau et J un ide´al de A qui ve´rifie la proprie´te´
(APf). Alors les conditions suivantes sont e´quivalentes :
a) J contenu dans le radical de A.
b) Tout A-module de type fini est se´pare´ pour la topologie J-pre´adique.
c) Pour tout A-module M de type fini, tout sous-module de M est ferme´ pour
la topologie J-pre´adique.
Si en outre A un anneau cohe´rent et J est un ide´al de type fini, les conditions
pre´ce´dentes sont e´quivalentes aux suivantes :
d) Pour tout A-module E fide`lement plat, le A-module Ê est fide`lement plat.
e) L’homomorphisme A→ Â est fide`lement plat.
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De´monstration. a) =⇒ b) L’implication re´sulte du lemme pre´ce´dent.
a) =⇒ d) L’implication re´sulte de l’assertion ii) de la proposition 3.1.
d) =⇒ e) On prend E = A.
Pour les autres implications cf.[6. th.56]. 
Corollaire 4.1. Soient A un anneau, B une A-alge`bre, N un ide´al de B et M un
B-module de type fini. Si N est contenu dans le radical de B et ve´rifie la proprie´te´
(APf), alors pour tout ide´al a de A de type fini et tout B-module M de type fini,
le B-module a⊗A M est se´pare´ pour la topologie N-pre´adique.
De´monstration. Le corollaire de´coule de la proposition pre´ce´dente puisque le B-
module a⊗A M est de type fini. 
Corollaire 4.2. Soient A un anneau cohe´rent et J est un ide´al de type fini qui
ve´rifie la proprie´te´ (APf) et contenu dans le radical de A. Alors A est noethe´rien
si et seulement si A/J est noethe´rien.
De´monstration. L’anneau Â/Ĵ est isomorphe a` A/J et Ĵ est de type fini donc Â
est un anneau noethe´rien. D’apre`s la proposition 4.1, l’homomorphisme A→ Â est
fide`lement plat. Donc A est un anneau noethe´rien. 
En particulier, si A est un anneau local cohe´rent et si son ide´al maximal est de
type fini et ve´rifie la proprie´te´ (APf) alors il est noethe´rien.
5. Platitude du Produit tensoriel comple´te´
La de´monstration du the´ore`me utilise le crite`re suivant :
Proposition 5.1. Soient A un anneau, B une A-alge`bre, N un ide´al de B et M un
B-module. On suppose que pour tout ide´al de type fini a de A, le B-module a⊗AM
est se´pare´ pour la topologie N-pre´adique. Si, pour tout entier n > 0, M/NnM est
un A-module plat alors M est un A-module plat.
De´monstration. Soient a un ide´al de type fini de A et j : a⊗AM →M l’application
canonique.Il suffit de montrer que pour tout entier n > 0, on a Kerj ⊂ Nn(a⊗AM).
Si i : NnM → M est l’injection canonique et p : M → M/NnM la surjection
canonique. On a le diagramme commutatif
a⊗A (N
nM) → a⊗A M → a⊗A (M/N
nM) → 0
↓ ↓
M → M/NnM
La deuxie`me fle`che verticale est injective donc Kerj ⊂ Ker(1a ⊗ p), et comme la
premie`re ligne est exacte donc Kerj ⊂ Im(1a ⊗ i) ; d’ou` le re´sultat. 
The´ore`me 5.1. Soient A est un anneau topologique, B, C deux A-alge`bres topo-
logiques pre´adiques, m un ide´al de de´finition de B, n un ide´al de de´finition de C,
r l’ide´al Im(m ⊗A C) + Im(B ⊗A n) de B ⊗A C et E le produit tensoriel comple´te´
B⊗̂AC. On suppose que m et n sont de type fini, que C est un anneau cohe´rent, et
que n et rE ve´rifient la proprie´te´ (APf). Si A est un anneau absolument plat alors
E est C-plat.
De´monstration. L’anneau A est absolument plat donc (B/mh)⊗AC est C-plat ; et
comme C est un anneau cohe´rent et n ve´rifie la proprie´te´ (APf), il re´sulte de la
proposition 3.1 que son se´pare´ comple´te´ pour la topologie n-pre´adique ((B/mh)⊗A
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C )̂ est C-plat. Notons F l’anneau B ⊗A C. Comme E est le se´pare´ comple´te´ de F
pour la topologie r-pre´adique, il re´sulte de la proposition 4.1 que l’ide´al mhE est
ferme´ dans E ; d’autre part, la topologie induite sur F/mhF par la topologie de
F est la topologie n-pre´adique ; donc E/mhE est isomorphe a` ((B/mh)⊗A C )̂. On
conclut que E/mhE est C-plat. Pour montrer que E est C-plat, il reste, en vertu
de la proposition prce´dente, a` montrer que pour tout ide´al de type fini c de C le
E-module c⊗C E est se´pare´ pour la topologie mE-pre´adique ; ce qui re´sulte du fait,
que mE est contenu dans rE et que, d’apre`s le Corollaire 4.1, le E-module de type
fini c⊗C E est se´pare´ pour la topologie rE-pre´adique. 
Lemme 5.1. Sous les hypothe`ses du the´ore`me pre´ce´dent, B⊗̂kC est noethe´rien si
et seulement si (B/m)⊗A (C/n) est noethe´rien.
De´monstration. L’e´quivalence re´sulte du fait que E/rE est isomorphe a` (B/m)⊗A
(C/n) et que rE est de type fini. 
Corollaire 5.1. Soient k un corps, B et C deux k-alge`bres pre´adiques et noethe´riennes
d’ide´aux de de´finition respectifs m et n. Si l’anneau (B/m)⊗A (C/n) est noethe´rien,
alors B⊗̂AC est plat sur B et C.
On retrouve l’assertion ii) du corollaire (0,7.7.12) de [5].
Exemple 5.1. Soient k un coprs, B l’anneau k[X1, ..., Xn] et C un anneau de
valuation de hauteur 1 (a)-adique (a 6= 0). Si on prend m = (0) et n = (a),
l’anneau E = B⊗̂kC s’identifie a` l’anneau C << X1, ..., Xn >>. D’apre`s [2, §1]
les ide´aux n et rE ve´rifient la proprie´te´ (APf), et il est clair que, E est noethe´rien
si et seulement si C est noethe´rien.
Remarque 5.1. Soient k un corps de caracte´ristique 0, B l’anneau k[[X ]] et C
l’anneau k[[Y ]]. L’anneau B⊗̂kC s’identifie a` k[[X,Y ]] et d’apre`s [9, th.6.2] il n’est
pas plat sur B ⊗k C.
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